Modelarea pietelor financiare prin metode

martingale
Piete financiare de obligatiuni

Conf. dr. habil. Eduard Rotenstein

1 Modelul matematic

Fie (2, F,P,F) un camp de probabilitate filtrat, cu filtrarea F = (F;),. ;. satisficand conditiile uzuale, iar 7 este
un moment terminal fixat. Toate procesele considerate vor fi definite pe acest camp de probabilitate.

Definitia 1 O obligatiune neplititoare de dividende, cu maturitatea T' (numitd si T-bond) este un contract ce garanteazi
detindtorului sdu plata unei unititi monetare la momentul de maturitate T. Preful activului financiar la momentul t va fi
notat cu B (t,T).

Evident, B (t,t) = 1, oricare ar fi ¢ € [0,7]. Presupunem, de asemenea, cd procesul stochastic al pretului
B(t,T),t € [0,T] este adaptat filtrdrii si este strict pozitiv, iar B (¢, T) este continuu diferentiabil in variabila T'.

Definitia2 1. Dobdnda forward pentru intervalul [T1,Ts] , consideratd la momentul ¢, este definiti de

InB(t,T2) — In B (¢, T}
R(5T1,Ty) = —— (7;377?1 1)

2. Dobinda spot pentru perioada [T4, T») este definitd prin
R (Tl, TQ) = R (Tl, Tl, TQ) .
3. Dobanda instantanee forward, cu maturitatea T', la momentul t este definiti prin

Oln B (t,T)

f (t7T) = oT

4. Dobinda instantanee pe termen scurt (short-term interest rate) la momentul t este definitd prin

r(t) = f(t,1).

Definitia 3 Procesul ce dii structura contului de economii este dati de

B() :=exp</0tr(s)ds>.

Lema 1.1 Pentru oricet < s < T, au loc reprezentirile
T
(@)  BLT)=B(ts)exp —/ £t ) du

(b) B(t,T) = exp (—/t f(t,s) ds) .



Demonstratie. Avem, in mod evident, pentru prima formula:

exp (— /STf(t,u) du) = exp <— /ST (—mnl;u(t’u)du>> = exp (In B (t,u)) | =]

= exp (hlB (t,T) —InB (t, S)) = exp <1Il %((tt’ Z))) _ B (th)

de unde .
B (t,T) = B (t,s)exp (—/ f(t,u)du) .

Pentru cea de a doua formuld este suficient sd considerdm s = ¢ si sd tinem cont de faptul ca B (¢,¢) = 1.

In cele ce urmeaza vom considera W o migcare Browniana 1—dimensionala i filtrarea IF cea generata de citre
W . Presupunem cd dinamicile diferitelor tipuri de procese stochastice utilizate sunt date de urmaétoarele EDS.

e dinamica dobanzii instantanee pe termen scurt (short-rate):

dr (t) = a (t) dt + b (t) dW, )

e dinamica pretului obligatiunii cu maturitate 7' > 0:

dB (t,T) = B (t,T) [m (t,T) dt + v (¢, T) dW;] ©)

e dinamica dobanzii instantanee forward:

df (+,T) = a (t,T)dt + o (t, T) dW; 3)

Presupunem ca toate functiile coeficient (driftul si difuzia) care apar in EDS introduse indeplinesc conditiile
standard de regularitate ce asigura existenta si unicitatea solutiilor EDS de mai sus. In plus, impunem conditii
de derivabilitate in raport cu a doua variabild pentru functiile v, m si f.

Propozitia1l.1 (i) Daci B (t,T) este guvernat de ciitre ecuatia (2), atunci pentru dinamica dobanzii forward avem:
df ¢, T)=a(t,T)dt + o (t,T) dWy,
unde coeficientii « si o sunt dati de citre
a(t,T)=vr (t,T)v(t,T)—mg (t,T)
o(t,T)=—vr(t,T),
unde vy i my reprezintd derivatele partiale ale functiilor v si m in raport cu variabila T
(#) Dacd f (t,T) este guvernat de citre ecuatia (3), atunci dobdnda short-rate satisface:
dr (t) =a(t)dt+ b(t) dWs,
unde coeficientii a s b sunt dati de citre
a(t)=frt,T)+al(tt)
b(t) =o(t,1).
(23i) Dacd f (t,T) este guvernat de citre ecuatia (3), atunci B (t,T) satisface

dB(t,T) = B(t,T) {r (t)+AT) + %52 (t,T)} dt + B (t,T) S (t,T) dWy,

unde

At,T) ::—/Ta(t,s)ds si S(t,T) ::—/Ta(t,s)ds.



Demonstratie.

(4)

Pretul obligatiunii este dat de cdtre o EDS liniard, deci aceasta admite o solutie explicita:
B(t,T) = B(0,T)exp (v (t, T) W, + (m (t,T)— %112 (t,T)) t) .
De aici, prin logaritmare, obtinem
mB(tT) =InB(0,T)+ [v (6, T) W, + <m ,T) - %UQ (t, T)) t} .

Efectudm derivarea partiald in raport cu variabila 7" si avem

_OlmB(¢,T)  90lmB(0,T)
oT B or

+ [—vr (&, T)Wy + (—=mrp (6, T) + v (t, T)vr (¢, T)) t].

La ultimul pas obtinem ca

d (—W> = —UT (t, T)th + (—mT (t, T) + v (t, T) vr (t, T))dt,
oT N——r
o(t,T) a(t,T)

adica
af ¢, T) =0 (t,T)dW; + « (t,T) dt.

Scriem, pentru inceput, dinamica dobanzii forward sub forma integrald

t t
r(t) = f(t1) 5 £(0,t) —|—/ a(s,t)ds +/ o (s,t) dWs. 4)
0 0
Regularitatea coeficientilor « si o ne permite urmadtoarea scriere sub formd integrala
t
a(s,t) =al(s,s) +/ ar (s,u) du
St
o(s,t)=0(s,s) —I—/ or (s,u) du.

Inseram ultimele doud reprezentari in formula (4) si obtinem

r(t):f(O,t)—I—/Otoz(s,s)ds+/Otlta;r(s,u)duds—i—/Oto(s,s)ds—&-/Ot/:UT(s,u)dudWs.

Schimbam ordinea de integrare, ajustim noile capete de integrare si identificim coeficientii specificati in

enuntul teoremei.
t et t ot
5::/ / aT(s,u)duder/ / or (s,u) dudWs,
0 Js 0 Js

t u t u
= / / ar (s,u) dsdu + / / or (s, u) dWdu.
o Jo o Jo

Diferentiind, obtinem, considerand in definitia lui f (¢,T),T = ¢,

t t
dé’:/aT(s,t)ds+/aT(s,t)dWs:fT(t,t).
0 0
Prin urmare,

dr (t) = a (t,t) dt + o (t,t) AWy + fr (t,t) dt = (o (t,t) + fr (t,1))dt + o (t,t)dW,
a(t) b(t)




(#44) Din definitia ratei forward, putem scrie procesul pretului obligatiunii astfel:
B(t,T) =1,
unde
T
Z(t,T)= —/ f(t,s)ds.
t
Scriem (3) sub formd integrald si obtinem, pentrul = s > ¢,

f(t,s):f(0,8)+/0a(u,s)dqu/OU(u,s)dVVu.

Inserdm aceastd reprezentare in formula procesului Z si avem

Z(t,T)/tTf(O,s)ds/Ot/tTa(u,s)dsdu/Ot/tTa(u,s)ddeu.

Despartim integralele de mai sus pe subintervale si schimbdam din nou ordinea de integrare in ultimele
doud integrale, ca la punctul precedent. Obtinem astfel:

—/OTf(O,s)ds—/Ot/uTa(u,s)dsdu—/Ot/uTa(u,s)ddeu
/Otf(O,s)ds+/OtAta(u7s)dsdu+/Ot/uta(u,s)ddeu
Z(0,T) —/Ot/uTa (u,s)dsdu—/ot/:a (u, 5) dsdV,

+ /Otf(O,S)der/Ot/osa(u,s)duder/Ot/OSo(u,s)quds.

Ultima linie din calculul anterior reprezinta chiar forma integrala a dinamicii ratei forward (3) pe intervalul
[0, s]. Deoarece

Z(t,T)

+

r(s) =f(s,5),
/ r(s)ds.
0

Z(t,T)Z(O,T)Jr/otr(s)ds/Ot/uTa(u,s)dsdu/Ot/uTa(u,s)ddeu.

Utilizam formulele de definire ale cantitdtilor

aceastd linie este egala cu

Prin urmare, obtinem

A(t,T) ::—/Ta(t,s)ds si S(t,T) ::—/Ta(t,s)ds,

ceea ce COHdUCG la
dZ (t,T) = [r (t) + A(t, T)]dt + S (t,T) dW.

Aplicdm acum formula lui Itd procesului stochastic
B(t,T) =21

si rezultd
dB (t,T) = {eZ@’T) (r(t)+A@T)) + %eZ@»T)s (t, T)Q} dt + 1S (¢, T) dW,
adicd, tinand cont de formula lui B (¢,T),
dB(t,T) =B (t,T) {r )+ A@,T)+ %S (t,T)2} dt+ B (t,T)S (t,T)dW,,

ceea ce finalizeazd demonstratia teoremei.



2 Determinarea pretului obligatiunilor si masuri martingale

Definitia 4 O mdsuri de probabilitate P* ~ P (definitd pe spatiul masurabil (Q, F)) este o mdsurd martingald pentru
piata de obligatiuni dacd, pentru orice 0 < T < T, procesul actualizat

B(t,T)
B(t)
Prin B (t) am notat contul bancar fird risc (sau contul de economii), ce a fost considerat ca numerarul in raport cu care

se calculeazi valoarea actualizatd la momentul t a obligatiunii financiare. Vom presupune ci existd o astfel de masurd
martingald echivalenta, P*.

este 0 P* martingald.

Propozitia 2.1 Fie un T-derivat financiar X. Preful sdu (fair price) la orice moment 0 < t < T, va fi dat de citre formula
de evaluare la risc neutru (risk-neutral valuation formula):

m (X) = B (t) Ep- ( X )|ft> = Ep- (Xe— ftTT(S)dSU-}),

B(T

unde r (t) este dobdnda instantanee pe termen scurt.
In particular, procesul pretului unei obligatiuni nepurtitoare de dividente, cu data de maturitate T este

B(t,T) = Ep- (e— I 7‘(S>d8|ft) .

2.1 Modele de dobanzi pe termen scurt (short-term rate models)

Considerdm modelul dobanzii pe termen scurt de tipul
dr(t) =a(t,r(t))dt +b(t,r(t)) dWs, ®)

coeficientii de drift si de difuzie sunt suficienti de regulati, iar W este o miscare Browniand 1-dimensionala.
Vom presupune ca are loc formula (5) sub masura de probabilitate P. Orice masurad de probabilitate echiva-
lentd va fi datd de cdtre densitatea Girsanov:

L(t):exp(—/Otw(u)aqu—;/(Jt')/z(zL)ciu)7 0<t<T.

Presupunem acum cd y este de forma
T=Ar (@),

cu A o functie suficient de neteda in ambele variabile. Vom folosi notatia P* (\) pentru a sugera dependenta
maésurii de probabilitate P* ~ P de densitatea A. Conform Teoremei lui Girsanov rezultd ca

W::WJr//\dt

este o P* miscare Browniand, iar in aceastd situatie, dinamica procesului r sub mdsura de probabilitate P* este
data de B
dr(t) ={a(t,r(t)) =b(t,r (t))A(t,r(t)}dt +b(t,r(t))dW,;.

Consideram acum un 7-derivat financiar oarecare
X=9(r(T), P2:R-R,.
Aplicam formula de evaluare la risc neutru si obtinem
T
F (7 (1) = Ep- lexp (— /t r (u) du) B (r (T)) | ft] ,
functia F': [0, 7*] x R — R fiind solutie a EDP:

Fy (t,7) + (a(t,r) = b(t,r) N(t, 7)) F (¢, 7) + %bz (t,r) Fpr (t,r) — 7 (t) F (¢,7) =0,



sau, pe scurt,
1
Fi+ (a—b)\) F, + §b2FM —rF =0,

cu conditia finala
F(T,r)=®(r), VreR.

Presupunem cd procesul pretului B (¢, T') unei T-obligatiuni (sau 7-bond) este determinat de
B(t,T)=F(tr(t);T),
cu conditia finald F' (T,r;T) = 1.

Propozitia 2.2 (Ecuatia de structuri) Fie un T-derivat financiar de forma X = ® (r (T')). Pretul de arbitraj al acestui
derivat financiar va fi dat de citre
™ (X) = F(t,r (1),

unde functia F este solutia EDP
1
Fi+aF, + §b2FM —rF =0, (6)

cu condifia terminald F (T,r) = @ (r).
In particular, preturile T-bond-urilor sunt date de

B(t,T)=F(tr(t);T),
functia F' satisfiicind ecuatia (6), cu conditia finald F (T, r;T) = 1.

Consideram acum ca dorim sa evaludm pretul unui Call European cu maturitatea .S si pretul de exercitare K,
avand ca activ suport un T-bond. Prin urmare, functia de plata este

X = (B(S,T) - K)" = max{B (8,T) — K,0}.

Pretul dat de B (t,T) = F' (t,r;T) se obtine rezolvand EDP consideratd mai sus. Din formula de evaluare la risc
neutru obtinem
m (X) =G (t,r),
unde functia G verifica
2
Gt + oG, + %Grr -rG = 0,

cu conditia finala
G (S,r) =max{F (S,r;T) — K,0}, VreR.

Problema ce apare constd in stabilirea unor coeficienti de drift si de difuzie convenabili, care sd permitd re-
zolvarea sau simularea solutiei EDP ce apare in determinarea preturilor.

Definitia 5 Daci pretul obligatiunilor este dat de
B (t,T) — eA(LT)*B(t,T)’I" 0 S t g T,

cu A si B functii deterministe, spunem ci modelul posedi o structuri afind.

Exemple clasice de modele de dobanzi pe termen scurt sunt date reprezentate de:

o modelul Vasicek
dr = (o — Br) dt + vdW;

modelul Cox-Ingersoll-Ross
dr = (a — Br) dt + y/rdW;

modelul Ho-Lee

dr = o (t) dt + ~dW,

modelul Hull-White 1 (extensie a modelului Vasicek)

dr = (a(t) — B(t)r)dt + v (t) dW;

modelul Hull-White 2 (extensie a modelului Cox-Ingersoll-Ross)

dr = (o (t) = B(t)7) dt + () VrdW



2.2 Clasa modelelor Heath-Jarrow-Morton

Pentru modelarea structurii dobéanzii, Heath, Jarrow si Morton au propus luarea in consideratie a intregii di-
namici pentru dobanda forward ca variabild de stare. Mai precis, pentru orice T' < T™ arbitrar, fixat, dinamica
dobéanzii forward instantanee, notatd cu f (¢,7') satisface EDS

df (4, T) = o (t, T) dt + o (£, T) dWy, @)

unde W este o miscare Browniand d-dimensionald in raport cu masura de probabilitate P, iar a si o sunt procese

stochastice adaptate cu valori in R, respectiv R¢. Pentru orice datd de maturitate T’ conditia initiald, la momentul

0, atasatd ecuatiei anterioare este determinatd de citre valoarea curentd, observatd emipiric a dobanzii forward.
Specificarea familiei de dobanzi forward

{f@,T); T >0}
este echivalentd cu cunoasterea intregii familii
{B(t,T); T >0}
a preturilor obligatiunilor. Chiar mai mult, are loc urmadtoarea reprezentare a procesului pretului obligatiunilor:
dB (t,T) =B (t,T)[m(t,T)dt + S (t,T) dWy],

unde )
m(t,T) =r(t)+ALT)+ SIS ¢ T) [
iar
T T
A@t,T) = —/ a(t,s)ds si S(t,T)= —/ o (t,s)ds.
t t
Studiem care sunt conditiile ce trebuie impuse coeficientilor pentru a asigura existenta unei masuri martingale
echivalente, in raport cu un numerar convenabil ales. In acest fel vom putea obtine cd modelul de piatd de
obligatiuni consideratd este fard arbitraj.

Putem considera drept numerar in piata consideratd un cont bancar (cont de economii) fard risc, pe care il
vom nota cu B, si a cdrui reprezentare este

B(t) = exp (/Otf(u,u)du> = exp (/Otr(u)du>.

Trebuie determinatd o masurd de probabilitate echivalentd astfel incat valoarea actualizata

B(t,T)
B (%)

Z(t,T) =

sd fie o martingald, pentru orice 0 < T < T*. Vom numi aceastd masura de probabilitate mdsurd martingali de risc
neutru (risk-neutral martingale measure), pentru a pune astfel in evidenta faptul cd ea depinde de numerarul ales
in raport cu care se face actualizarea.

Teorema 1 Presupunem cii dinamica familiei de dobdnzi forward este datd prin EDS (7). Atunci existid o mdsuri martin-
galii de risc neutru daci si numai daci existid un proces stochastic adaptat X (t) ce verifici

T
(i)/o IN@) []2dt < 00, P—as. si E(L(T))=1,unde

t 1 t
L= e (- [A@aw, -3 [1h ) ®
0 0
(#7) Pentru toti 0 < T < T* si pentru totit < T, are loc

a(t,T):o(t,T)/tTa(Ls)ds+a(t,T))\(t).



Demonstratie. Deoarece ne situdm intr-un cadru Brownian, stim cd orice masurd de probabilitate echivalenta
Q ~ P este datd de catre densitatea Girsanov (8). Mai precis, aplicand formula lui It6 se poate verifica cd expo-

t
nentiala Doléans a lui Uy := — / A (u) dW,, care este tocmai procesul L (t), este solutia unicd a EDS
0

dL () = L (t) A (t) dW, = L (t) dU,,

cu conditia initiald L (0) = 1. Prin urmare, procesul

vy =ew{- [Awaw, - 3 [1rw o)

este o martingald continud, iar dacd este satisfacutd si conditia Novikov:

T
Ep <xp{;/ |A<s>||2ds}> < oo,

atunci, definind procesul stochastic W = (Wl, e Wd),
t
Wi (t) == Wi (t) +/ Ai(s)ds, pentru0<t<T si i=1,2,..d,
0

acesta este o migcare Browniand d—dimensionald in raport cu mésura de probabilitate Q ~ P (definitd pe (2, Fr)),
a cdrei derivatd Radon-Nikodym este
dQ
dP
Aplicdm formula lui It si obtinem cd dinamica procesului Z (¢,T), consideratd sub masura de probabilitate
echivalentd Q este data de:

L(T).

dZ (4, T) = Z (t,T) |A(t,T) + %HS(t,T) 12— S (t,T)N(t)| dt + Z (t,T) S (t,T) dWW;, )

W fiind o Q-migcare Browniand. Intr-adevar, pentru simplitatea prezentarii omitand argumentul dublu (¢, T),
avem

1
dZ = B;'dB= 5B [mdt + SdW,] + BdB; !
t

= Z|mdt+ SdW;] — rBB; 'dt

= Z[mdt+ SdWy) —rZdt =Z |:(T’+A+;||S||2> dt+Sth] —rZdt
i _— )
= z|(r+A+lIs] dt—s—S(th—/\(t)dt) v Zdt

. ) i
= Z|A+ 2|S|2+SA(t)} dt + ZSdWy +rZdt — rZdt

_ z[a + %HSH? + SA (t)} dt + ZSdW;.
Pentru ca Z sd fie o (@—martin_galé trebuie ca termenul de drift din (9) sa fie zero, adica obtinem ca
AT) + IS TP =S (6 T)A ().
Derivand in raport cu variabila 7" si tinand cont de formule lui A si S, obtinem
—a(t,T)—o(t,T)S(t,T)=—0ctT)NT),
adicd ceea ce trebuia demonstrat.

Teorema 2 (Heath-Jarrow-Morton) Presupunem ci Q este misura martingalid de risc neutru pentru piata de obligatiuni
si cd dinamica, sub Q, a dobanzii forward este dati prin

df (t,T) = o (t, T) dt + o (t, T) dWy,

unde W este 0 Q-miscare Browniand. Atunci avem:



() conditia Heath-Jarrow-Morton pentru coeficientul de drif:
T
a(t,T)za(t,T)/ o(t,s)ds, 0<t<T<T* Q-a.s (10)
t

(i7) dinamica pretului, sub Q, a pretului obligatiunilor
dB (t,T) = B (t,T)r (t)dt + B (t,T) S (t,T) dWy,

unde S este dat de S (t,T) = — ftT o (t,s)ds.

2.3 Maisuri martingale forward de risc neutru

In anumite situatii este mai util a se utiliza pretul obligatiunii B (¢, T*) drept numerar in raport cu care se face
actualizarea. In aceastd situatie ar trebui determinatd o masura de probabilitate Q*, echivalenta cu [P, astfel incat

procesul

Z* (t,T) = BB((;’JI“:‘))’ vt €[0,T)

sd fie o martingald sub Q* pentru toti 7" < T*. Vom numi aceastd masurad de probabilitate mdsurd martingali
forward de risc neutru (forward risk-neutral martingale measure). In acest cadru nu utilizdm un cont de economii, iar
existenta unei mdsuri martingale Q* va garanta cd nu existd oportunitati de arbitraj intre obligatiuni cu diferite
momente de maturitate. Tehnica utilizatd pentru determinarea conditiilor encesare si suficiente pentru o astfel
de méasurd martingald urmeaza aceeasi pasi ca si in situatia contului de economii.

Pretul obligatiunilor presupunem ca este guvernat de EDS

dB (t,T)= B (t,T)[m (¢t,T)dt + S (¢t,T) dW¢],
coeficientii m si S fiind definiti anterior. Aplicdm formula lui It6 procesului

B(t,T)

Z*(t’T):B(t T+)

si obtinem
dz* (¢, T)=Z" ,T)(m@t,T)dt + (S (t,T)— S (t,T"))dW,),
unde m (¢, T) =m (,T) —m (¢, T*) — S, T*) (S (t,T) — S (t,T*)).

Chiar mai mult, pentru procesele B (t,T") si B (t,T*) avem solutii explicite, date de

B(t,T)

B(0,T) exp (/Otsm,:r) dw, + /Ot (m (u.T) - £ 8° (u,T)> du>

B(t,T*) = B(0,T*) exp </OtS(u,T*) W, + /Ot <m (u, T*) — %s? (u,T*)> du) :

de unde obtinem

B(t,T)  B(0,T)
B(t,T*) B(0,T%)

exp t (S (u, T) — S (u, T*)) dW,, + t (m(u,T) —m(u,T*)) — % (S (u,T) — S (u, T*))*| du y x
0 0

Z*(1,T) =

exp {/OtS (u, T*) (S (u, T) — S (u, T*)) du} .

) . _B@,T) ...
Prin urmare, procesul Z* (¢,T) = Bt T*)Verlﬁca EDS
az* (t,T)=27Z*(t,T)[mt,T)dt+ (S(t,T)— S (t,T"))dW],

unde an notat m (¢, T) =m (¢,T) —m (¢, T*) = S (¢, T*) (S (t,T) — S (t,T%)).



Din nou, orice mdsurd martingald Q* este data de citre densitatea Girsanov L (¢) de tipul celei definite an-
terior. Prin urmare, coeficientul de drift al procesului Z* (¢,T"), atunci cand este considerat sub masura Q*, este
dat de

m(t,T)— (S,T)—S5(t,T)v (1),

~ fiind functia corespunzatoare lui L (¢). Pentru ca Z* (¢, T') sd fie o martingald sub Q* e necesar ca acest coeficient
sa fie egal cu zero, ceea ce conduce, inlocuindu-1 pe 7 cu definitia sa, la

(A, T) - At T7)) + % (IS ED) P = (IS (&) |[?) = (S (&, T7) +~ (1) (S (t,T) = S (£, 1))

Scriind in terminologia coeficientilor dinamicii dobéanzii forward, identitatea anterioard capata forma simplifi-

catd

- L 2

/ al(t,s)ds+ = / o(t,s)ds
T 2 |Jr

-
= ’y(t)/ o (t,s)ds.

T

Derivdm in raport cu T si obtinem
-
oz(t,T)+0(t,T)/ o(t,s)ds=~(t)o (t,T).
T

An demonstrat, prin urmare, urmadtorul rezultat.

Teorema 3 Presupunem ci familia dobdnzilor forward este datd de EDS (7). Atunci existid o misurd martingald forward
de risc neutru dacd si numai dacd existd un proces stochastic adaptat ~y (t) ce satisface (8), astfel incit,

a(t,T) =0 (tT)(S(T,T*) +~ (), 0<t<T<T

3 Determinarea pretului si acoperirea la risc pentru derivate financiare cu
active suport obligatiuni

Presupunem cd dinamica dobanzii forward, scrisd sub o masurd martingald de risc neutru, este

df (t,T) = a(t,T)dt + o (t,T)dW;, f(0,T)= f(0,T).

Restrangem clasa modelelor presupund cd volatilitatea dobanzii forward este deterministd. Conditia HJM pen-
tru drift (10) si forma integrald a dobanzii forwardconduc la

f(t,t>:r(t>:f<o,t>+/o <fa<u,t>s<u,t>>du+/0a(u,wdm,

ceea ce aratd cd dobanda pe termen scurt are o lege de probabilitate Gaussiand. Conform Teoremei Heath-Jarrow-
Morton rezultd ca dinamica, sub Q, a pretului obligatiunii este datd de

dB (t,T) = B (1,T) {r(t) dt+ S (t,T) th} .

Pentru a determina pretul optiunilor ce au ca active suport obligatiuni nepldtitoare de cupoane utilizdim
tehnica schimbadrii numererului. Sa considerdm, pentru exemplificare, o optiune de call european, notatd cu C,
ce are ca activ suport o T*-obligatiune, maturitatea optiunii fiind 7', iar pretul sdu de exercitare K. Avem de a
face deci cu T-derivatul financiar

X =(B(T,T") - K)". (11)

Pretul derivatului financiar la momentul ¢ = 0 este dat de
C(0) = B(0,7%)Q" (A) - KB(0,7)Q" (4),

unde
A=A{w|B(T,T*) > K}

si QT respectiv Q* sunt T-, respectiv 7™~ masuri martingale forward de risc neutru.
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Procesul
B(t,T7)

B(t,T)
are urmétoarea dinamicd sub Q (omitem la scriere argumentul si utilizim notatia S* pentru S (¢, 7))

Z(t,T) =

dZ:Z[S(s—s*)dt—(s—s*)dm},

adicad un coeficient de variantd determinist.
Pe de alta parte,

Q* (B(T,T*) > K) = Q* (BB((?,?))>K) =Q (Z(T T)>K).

Deoarece Z (t,T) este 0 QT martingald, cu dinamica, sub QT,
dZ (taT) = _Z (ta T) [S (ta T) -5 (t7T*)] thT )
obtinem c4, sub Q7 (notam dinnou S = S (t,T) si S* = S (t,T*)),

Z(T,T) = BB((OO’Ej))eXp{—/OT(S—S*)thT - ;/OT(S—S*)th},
cu W' o QT -migcare Browniand. Integrala stochasticd din exponentiald este un proces Gaussian, de medie zero
si varianta
22 (T) = /T (S(6T) — S (6, T%) dt.
Avem, prin urmare, '

Q" (B(I.T) > K) = @T( (T.1)) = N (d2),

unde
In _ Ly
K B 0 T* 2
dy =
VEA(T)

In mod analog, pentru primul termen
B(t,T)
Z*(t,T) = 5"~
1) = Bl

are dinamica, sub Q,
dz* = 7* [s* (S* — S)dt + (S — §*) th]

si are tot coeficientul de variantd determinist. Prin urmare,

Q" (B(T,T*) > K) = Q* (B(TlT) - 11() _g* (z* o7 < Il()

Sub masura Q*, Z* (t,T) este un proces martingal ce satisface EDS
az* (t,T)=2z*(t,T)[S(¢t,T)— S (t,T*)] dW; ,

T T
Z*(T,T)—me p{/o (SfS*)thf%/O (ss*)th}.

Din nou, avem o variabild aleatoare cu aceeasi varianti in exponentiald, ¥2 (T'), ca si in cazul anterior, de unde
rezultd ca

de unde

Q" (B(T,T7) 2 K) = N (du),

dy = dy + /32 (7).

unde

Prin urmare, am obtinut urmatorul rezultat.

Teorema 4 Pretul unei optiuni de call european definiti de (11) este dat de
C(0)=B(0,T*)N (d2) — KB(0,T)N (d1),

functiile dy si d fiind definite anterior.
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