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1 Modelul matematic

Fie (
;F ;P;F) un câmp de probabilitate filtrat, cu filtrarea F =(Ft)t�T� satisfăcând condiţiile uzuale, iar T � este
un moment terminal fixat. Toate procesele considerate vor fi definite pe acest câmp de probabilitate.

Definiţia 1 O obligaţiune neplătitoare de dividende, cu maturitatea T (numită şi T-bond) este un contract ce garantează
deţinătorului său plata unei unităţi monetare la momentul de maturitate T . Preţul activului financiar la momentul t va fi
notat cu B (t; T ).

Evident, B (t; t) = 1; oricare ar fi t 2 [0; T ]. Presupunem, de asemenea, că procesul stochastic al preţului
B (t; T ), t 2 [0; T ] este adaptat filtrării şi este strict pozitiv, iar B (t; T ) este continuu diferenţiabil în variabila T .

Definiţia 2 1. Dobânda forward pentru intervalul [T1; T2] ; considerată la momentul t, este definită de

R (t;T1; T2) := �
lnB (t; T2)� lnB (t; T1)

T2 � T1
:

2. Dobânda spot pentru perioada [T1; T2] este definită prin

R (T1; T2) := R (T1;T1; T2) :

3. Dobânda instantanee forward, cu maturitatea T , la momentul t este definită prin

f (t; T ) := �@ lnB (t; T )
@T

:

4. Dobânda instantanee pe termen scurt (short-term interest rate) la momentul t este definită prin

r (t) := f (t; t) :

Definiţia 3 Procesul ce dă structura contului de economii este dată de

B (t) := exp

�Z t

0

r (s) ds

�
:

Lema 1.1 Pentru orice t � s � T , au loc reprezentările

(a) B (t; T ) = B (t; s) exp

 
�
Z T

s

f (t; u) du

!

(b) B (t; T ) = exp

 
�
Z T

t

f (t; s) ds

!
:
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Demonstraţie. Avem, în mod evident, pentru prima formulă:

exp

 
�
Z T

s

f (t; u) du

!
= exp

 
�
Z T

s

�
�@ lnB (t; u)

@u
du

�!
= exp (lnB (t; u)) j u=Tu=s

= exp (lnB (t; T )� lnB (t; s)) = exp
�
ln
B (t; T )

B (t; s)

�
=
B (t; T )

B (t; s)
;

de unde

B (t; T ) = B (t; s) exp

 
�
Z T

s

f (t; u) du

!
:

Pentru cea de a doua formulă este suficient să considerăm s = t şi să ţinem cont de faptul că B (t; t) = 1.

În cele ce urmează vom consideraW o mişcare Browniană 1�dimensională şi filtrarea F cea generată de către
W . Presupunem că dinamicile diferitelor tipuri de procese stochastice utilizate sunt date de următoarele EDS.

� dinamica dobânzii instantanee pe termen scurt (short-rate):

dr (t) = a (t) dt+ b (t) dWt (1)

� dinamica preţului obligaţiunii cu maturitate T > 0:

dB (t; T ) = B (t; T ) [m (t; T ) dt+ v (t; T ) dWt] (2)

� dinamica dobânzii instantanee forward:

df (t; T ) = � (t; T ) dt+ � (t; T ) dWt (3)

Presupunem că toate funcţiile coeficient (driftul şi difuzia) care apar în EDS introduse îndeplinesc condiţiile
standard de regularitate ce asigură existenţa şi unicitatea soluţiilor EDS de mai sus. În plus, impunem condiţii
de derivabilitate în raport cu a doua variabilă pentru funcţiile v;m şi f .

Propoziţia 1.1 (i) Dacă B (t; T ) este guvernat de către ecuaţia (2), atunci pentru dinamica dobânzii forward avem:

df (t; T ) = � (t; T ) dt+ � (t; T ) dWt;

unde coeficienţii � şi � sunt daţi de către8<: � (t; T ) = vT (t; T ) v (t; T )�mT (t; T )

� (t; T ) = �vT (t; T ) ;

unde vT şimT reprezintă derivatele parţiale ale funcţiilor v şim în raport cu variabila T .

(ii) Dacă f (t; T ) este guvernat de către ecuaţia (3), atunci dobânda short-rate satisface:

dr (t) = a (t) dt+ b (t) dWt;

unde coeficienţii a ş b sunt daţi de către 8<: a (t) = fT (t; T ) + � (t; t)

b (t) = � (t; t) :

(iii) Dacă f (t; T ) este guvernat de către ecuaţia (3), atunci B (t; T ) satisface

dB (t; T ) = B (t; T )

�
r (t) +A (t; T ) +

1

2
S2 (t; T )

�
dt+B (t; T )S (t; T ) dWt;

unde

A (t; T ) := �
Z T

t

� (t; s) ds şi S (t; T ) := �
Z T

t

� (t; s) ds:
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Demonstraţie.

(i) Preţul obligaţiunii este dat de către o EDS liniară, deci aceasta admite o soluţie explicită:

B (t; T ) = B (0; T ) exp

�
v (t; T )Wt +

�
m (t; T )� 1

2
v2 (t; T )

�
t

�
:

De aici, prin logaritmare, obţinem

lnB (t; T ) = lnB (0; T ) +

�
v (t; T )Wt +

�
m (t; T )� 1

2
v2 (t; T )

�
t

�
:

Efectuăm derivarea parţială în raport cu variabila T şi avem

�@ lnB (t; T )
@T

= �@ lnB (0; T )
@T

+ [�vT (t; T )Wt + (�mT (t; T ) + v (t; T ) vT (t; T )) t] :

La ultimul pas obţinem că

d

�
�@ lnB (t; T )

@T

�
= �vT (t; T )| {z }

�(t;T )

dWt + (�mT (t; T ) + v (t; T ) vT (t; T ))| {z }
�(t;T )

dt;

adică
df (t; T ) = � (t; T ) dWt + � (t; T ) dt:

(ii) Scriem, pentru început, dinamica dobânzii forward sub formă integrală

r (t) = f (t; t) =
(3)
f (0; t) +

Z t

0

� (s; t) ds+

Z t

0

� (s; t) dWs: (4)

Regularitatea coeficienţilor � şi � ne permite următoarea scriere sub formă integrală

� (s; t) = � (s; s) +

Z t

s

�T (s; u) du

� (s; t) = � (s; s) +

Z t

s

�T (s; u) du:

Inserăm ultimele două reprezentări în formula (4) şi obţinem

r (t) = f (0; t) +

Z t

0

� (s; s) ds+

Z t

0

Z t

s

�T (s; u) duds+

Z t

0

� (s; s) ds+

Z t

0

Z t

s

�T (s; u) dudWs:

Schimbăm ordinea de integrare, ajustăm noile capete de integrare şi identificăm coeficienţii specificaţi in
enunţul teoremei.

E :=
Z t

0

Z t

s

�T (s; u) duds+

Z t

0

Z t

s

�T (s; u) dudWs

=

Z t

0

Z u

0

�T (s; u) dsdu+

Z t

0

Z u

0

�T (s; u) dWsdu:

Diferenţiind, obţinem, considerând în definiţia lui f (t; T ) ; T = t,

dE =
Z t

0

�T (s; t) ds+

Z t

0

�T (s; t) dWs = fT (t; t) :

Prin urmare,

dr (t) = � (t; t) dt+ � (t; t) dWt + fT (t; t) dt = (� (t; t) + fT (t; t))| {z }
a(t)

dt+ � (t; t)| {z }
b(t)

dWt
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(iii) Din definiţia ratei forward, putem scrie procesul preţului obligaţiunii astfel:

B (t; T ) = eZ(t;T );

unde

Z (t; T ) = �
Z T

t

f (t; s) ds:

Scriem (3) sub formă integrală şi obţinem, pentru T = s � t,

f (t; s) = f (0; s) +

Z t

0

� (u; s) du+

Z t

0

� (u; s) dWu:

Inserăm această reprezentare în formula procesului Z şi avem

Z (t; T ) = �
Z T

t

f (0; s) ds�
Z t

0

Z T

t

� (u; s) dsdu�
Z t

0

Z T

t

� (u; s) dsdWu:

Despărţim integralele de mai sus pe subintervale şi schimbăm din nou ordinea de integrare în ultimele
două integrale, ca la punctul precedent. Obţinem astfel:

Z (t; T ) = �
Z T

0

f (0; s) ds�
Z t

0

Z T

u

� (u; s) dsdu�
Z t

0

Z T

u

� (u; s) dsdWu

+

Z t

0

f (0; s) ds+

Z t

0

Z t

u

� (u; s) dsdu+

Z t

0

Z t

u

� (u; s) dsdWu

= Z (0; T )�
Z t

0

Z T

u

� (u; s) dsdu�
Z t

0

Z T

u

� (u; s) dsdWu

+

Z t

0

f (0; s) ds+

Z t

0

Z s

0

� (u; s) duds+

Z t

0

Z s

0

� (u; s) dWuds:

Ultima linie din calculul anterior reprezintă chiar forma integrală a dinamicii ratei forward (3) pe intervalul
[0; s]. Deoarece

r (s) = f (s; s) ;

această linie este egală cu Z t

0

r (s) ds:

Prin urmare, obţinem

Z (t; T ) = Z (0; T ) +

Z t

0

r (s) ds�
Z t

0

Z T

u

� (u; s) dsdu�
Z t

0

Z T

u

� (u; s) dsdWu:

Utilizăm formulele de definire ale cantităţilor

A (t; T ) := �
Z T

t

� (t; s) ds şi S (t; T ) := �
Z T

t

� (t; s) ds;

ceea ce conduce la
dZ (t; T ) = [r (t) +A (t; T )] dt+ S (t; T ) dWt:

Aplicăm acum formula lui Itô procesului stochastic

B (t; T ) = eZ(t;T )

şi rezultă

dB (t; T ) =

�
eZ(t;T ) (r (t) +A (t; T )) +

1

2
eZ(t;T )S (t; T )

2

�
dt+ eZ(t;T )S (t; T ) dWt;

adică, ţinând cont de formula lui B (t; T ),

dB (t; T ) = B (t; T )

�
r (t) +A (t; T ) +

1

2
S (t; T )

2

�
dt+B (t; T )S (t; T ) dWt;

ceea ce finalizează demonstraţia teoremei.
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2 Determinarea preţului obligaţiunilor şi măsuri martingale

Definiţia 4 O măsură de probabilitate P� � P (definită pe spaţiul măsurabil (
;F)) este o măsură martingală pentru
piaţa de obligaţiuni dacă, pentru orice 0 � T � T �, procesul actualizat

B (t; T )

B (t)
este o P� martingală.

Prin B (t) am notat contul bancar fără risc (sau contul de economii), ce a fost considerat ca numerarul în raport cu care
se calculează valoarea actualizată la momentul t a obligaţiunii financiare. Vom presupune că există o astfel de măsură
martingală echivalenta, P�.

Propoziţia 2.1 Fie un T -derivat financiarX . Preţul său (fair price) la orice moment 0 � t � T , va fi dat de către formula
de evaluare la risc neutru (risk-neutral valuation formula):

�t (X) = B (t)EP�
�

X

B (T )
jFt
�
= EP�

�
Xe�

R T
t
r(s)dsjFt

�
;

unde r (t) este dobânda instantanee pe termen scurt.
În particular, procesul preţului unei obligaţiuni nepurtătoare de dividente, cu data de maturitate T este

B (t; T ) = EP�
�
e�

R T
t
r(s)dsjFt

�
:

2.1 Modele de dobânzi pe termen scurt (short-term rate models)

Considerăm modelul dobânzii pe termen scurt de tipul

dr (t) = a (t; r (t)) dt+ b (t; r (t)) dWt; (5)

coeficienţii de drift şi de difuzie sunt suficienţi de regulaţi, iarW este o mişcare Browniană 1-dimensională.
Vom presupune că are loc formula (5) sub măsura de probabilitate P. Orice măsură de probabilitate echiva-

lentă va fi dată de către densitatea Girsanov:

L (t) = exp

�
�
Z t

0


 (u) dWu �
1

2

Z t

0


2 (u) du

�
; 0 � t � T:

Presupunem acum că 
 este de forma

 = � (t; r (t)) ;

cu � o funcţie suficient de netedă în ambele variabile. Vom folosi notaţia P� (�) pentru a sugera dependenţa
măsurii de probabilitate P� � P de densitatea �. Conform Teoremei lui Girsanov rezultă că

�W :=W +

Z
�dt

este o P� mişcare Browniană, iar în această situaţie, dinamica procesului r sub măsura de probabilitate P� este
dată de

dr (t) = fa (t; r (t))� b (t; r (t))� (t; r (t))g dt+ b (t; r (t)) d �Wt:

Considerăm acum un T -derivat financiar oarecare

X = �(r (T )) ; � : R! R+ :

Aplicăm formula de evaluare la risc neutru şi obţinem

F (t; r (t)) = EP�(�)

"
exp

 
�
Z T

t

r (u) du

!
� (r (T )) j Ft

#
;

funcţia F : [0; T �]� R! R fiind soluţie a EDP:

Ft (t; r) + (a (t; r)� b (t; r)� (t; r))Fr (t; r) +
1

2
b2 (t; r)Frr (t; r)� r (t)F (t; r) = 0;
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sau, pe scurt,

Ft + (a� b�)Fr +
1

2
b2Frr � rF = 0;

cu condiţia finală
F (T; r) = � (r) ; 8r 2 R:

Presupunem că procesul preţului B (t; T ) unei T -obligaţiuni (sau T -bond) este determinat de

B (t; T ) = F (t; r (t) ;T ) ;

cu condiţia finală F (T; r;T ) = 1.

Propoziţia 2.2 (Ecuaţia de structură) Fie un T -derivat financiar de forma X = �(r (T )). Preţul de arbitraj al acestui
derivat financiar va fi dat de către

�t (X) = F (t; r (t)) ;

unde funcţia F este soluţia EDP

Ft + aFr +
1

2
b2Frr � rF = 0; (6)

cu condiţia terminală F (T; r) = � (r).
În particular, preţurile T -bond-urilor sunt date de

B (t; T ) = F (t; r (t) ;T ) ;

funcţia F satisfăcând ecuaţia (6), cu condiţia finală F (T; r;T ) = 1:

Considerăm acum că dorim să evaluăm preţul unui Call European cu maturitatea S şi preţul de exercitareK,
având ca activ suport un T -bond. Prin urmare, funcţia de plată este

X = (B (S; T )�K)+ = maxfB (S; T )�K; 0g:

Preţul dat de B (t; T ) = F (t; r;T ) se obţine rezolvând EDP considerată mai sus. Din formula de evaluare la risc
neutru obţinem

�t (X) = G (t; r) ;

unde funcţia G verifică

Gt + aGr +
b2

2
Grr � rG = 0;

cu condiţia finală
G (S; r) = maxfF (S; r;T )�K; 0g; 8r 2 R.

Problema ce apare constă în stabilirea unor coeficienţi de drift şi de difuzie convenabili, care să permită re-
zolvarea sau simularea soluţiei EDP ce apare în determinarea preţurilor.

Definiţia 5 Dacă preţul obligaţiunilor este dat de

B (t; T ) = eA(t;T )�B(t;T )r; 0 � t � T;

cu A şi B funcţii deterministe, spunem că modelul posedă o structură afină.

Exemple clasice de modele de dobânzi pe termen scurt sunt date reprezentate de:

� modelul Vasicek
dr = (�� �r) dt+ 
dWt

� modelul Cox-Ingersoll-Ross
dr = (�� �r) dt+ 


p
rdWt

� modelul Ho-Lee
dr = � (t) dt+ 
dWt

� modelul Hull-White 1 (extensie a modelului Vasicek)

dr = (� (t)� � (t) r) dt+ 
 (t) dWt

� modelul Hull-White 2 (extensie a modelului Cox-Ingersoll-Ross)

dr = (� (t)� � (t) r) dt+ 
 (t)
p
rdWt
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2.2 Clasa modelelor Heath-Jarrow-Morton

Pentru modelarea structurii dobânzii, Heath, Jarrow şi Morton au propus luarea în consideraţie a întregii di-
namici pentru dobânda forward ca variabilă de stare. Mai precis, pentru orice T � T � arbitrar, fixat, dinamica
dobânzii forward instantanee, notată cu f (t; T ) satisface EDS

df (t; T ) = � (t; T ) dt+ � (t; T ) dWt; (7)

undeW este o mişcare Browniană d-dimensională în raport cu măsura de probabilitate P, iar � şi � sunt procese
stochastice adaptate cu valori în R, respectiv Rd. Pentru orice dată de maturitate T condiţia iniţială, la momentul
0, ataşată ecuaţiei anterioare este determinată de către valoarea curentă, observată emipiric a dobânzii forward.

Specificarea familiei de dobânzi forward

ff (t; T ) ; T > 0g

este echivalentă cu cunoaşterea întregii familii

fB (t; T ) ; T > 0g

a preţurilor obligaţiunilor. Chiar mai mult, are loc următoarea reprezentare a procesului preţului obligaţiunilor:

dB (t; T ) = B (t; T ) [m (t; T ) dt+ S (t; T ) dWt];

unde
m (t; T ) = r (t) +A (t; T ) +

1

2
jjS (t; T ) jj2;

iar

A (t; T ) = �
Z T

t

� (t; s) ds şi S (t; T ) = �
Z T

t

� (t; s) ds:

Studiem care sunt condiţiile ce trebuie impuse coeficienţilor pentru a asigura existenţa unei măsuri martingale
echivalente, în raport cu un numerar convenabil ales. În acest fel vom putea obţine că modelul de piaţă de
obligaţiuni considerată este fără arbitraj.

Putem considera drept numerar în piaţa considerată un cont bancar (cont de economii) fără risc, pe care îl
vom nota cu B, şi a cărui reprezentare este

B (t) = exp

�Z t

0

f (u; u) du

�
= exp

�Z t

0

r (u) du

�
:

Trebuie determinată o măsură de probabilitate echivalentă astfel încât valoarea actualizată

Z (t; T ) =
B (t; T )

B (t)

să fie o martingală, pentru orice 0 � T � T �. Vom numi această măsură de probabilitate măsură martingală de risc
neutru (risk-neutral martingale measure), pentru a pune astfel în evidenţă faptul că ea depinde de numerarul ales
în raport cu care se face actualizarea.

Teorema 1 Presupunem că dinamica familiei de dobânzi forward este dată prin EDS (7). Atunci există o măsură martin-
gală de risc neutru dacă şi numai dacă există un proces stochastic adaptat � (t) ce verifică

(i)

Z T

0

jj� (t) jj2dt <1; P� a:s: şi E (L (T )) = 1; unde

L (t) = exp

�
�
Z t

0

� (u) dWu �
1

2

Z t

0

jj� (u) jj2du
�
: (8)

(ii) Pentru toţi 0 � T � T � şi pentru toţi t � T , are loc

� (t; T ) = � (t; T )

Z T

t

� (t; s) ds+ � (t; T )� (t) :
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Demonstraţie. Deoarece ne situăm într-un cadru Brownian, ştim că orice măsură de probabilitate echivalentă
Q � P este dată de către densitatea Girsanov (8). Mai precis, aplicând formula lui Itô se poate verifica că expo-

nenţiala Doléans a lui Ut := �
Z t

0

� (u) dWu, care este tocmai procesul L (t), este soluţia unică a EDS

dL (t) = L (t)� (t) dWt = L (t) dUt;

cu condiţia iniţială L (0) = 1. Prin urmare, procesul

L (t) = exp

�
�
Z t

0

� (u) dWu �
1

2

Z t

0

jj� (u) jj2du
�

este o martingală continuă, iar dacă este satisfăcută şi condiţia Novikov:

EP

 
exp

(
1

2

Z T

0

jj� (s) jj2ds
)!

<1;

atunci, definind procesul stochastic ~W = ( ~W1; :::; ~Wd),

~Wi (t) :=Wi (t) +

Z t

0

�i (s) ds; pentru 0 � t � T şi i = 1; 2; :::; d;

acesta este o mişcare Browniană d�dimensională în raport cu măsura de probabilitateQ � P (definită pe (
;FT )),
a cărei derivată Radon-Nikodym este

dQ
dP

= L (T ) :

Aplicăm formula lui Itô şi obţinem că dinamica procesului Z (t; T ), considerată sub măsura de probabilitate
echivalentă Q este data de:

dZ (t; T ) = Z (t; T )

�
A (t; T ) +

1

2
jjS (t; T ) jj2 � S (t; T )� (t)

�
dt+ Z (t; T )S (t; T ) d ~Wt; (9)

~W fiind o Q-mişcare Browniană. Într-adevăr, pentru simplitatea prezentării omiţând argumentul dublu (t; T ),
avem

dZ = B�1t dB =
1

Bt
B [mdt+ SdWt] +BdB

�1
t

= Z [mdt+ SdWt]� rBB�1t dt

= Z [mdt+ SdWt]� rZdt = Z
��
r +A+

1

2
jjSjj2

�
dt+ SdWt

�
� rZdt

= Z

��
r +A+

1

2
jjSjj2

�
dt+ S

�
d ~Wt � � (t) dt

��
� rZdt

= Z

�
A+

1

2
jjSjj2 + S� (t)

�
dt+ ZSd ~Wt + rZdt� rZdt

= Z

�
A+

1

2
jjSjj2 + S� (t)

�
dt+ ZSd ~Wt:

Pentru ca Z să fie o Q-martingală trebuie ca termenul de drift din (9) să fie zero, adică obţinem că

A (t; T ) +
1

2
jjS (t; T ) jj2 = S (t; T )� (t) :

Derivând în raport cu variabila T şi ţinând cont de formule lui A şi S, obţinem

�� (t; T )� � (t; T )S (t; T ) = �� (t; T )� (T ) ;

adică ceea ce trebuia demonstrat.

Teorema 2 (Heath-Jarrow-Morton) Presupunem că Q este măsura martingală de risc neutru pentru piaţa de obligaţiuni
şi că dinamica, sub Q, a dobânzii forward este dată prin

df (t; T ) = � (t; T ) dt+ � (t; T ) d ~Wt;

unde ~W este o Q-mişcare Browniană. Atunci avem:
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(i) condiţia Heath-Jarrow-Morton pentru coeficientul de drif:

� (t; T ) = � (t; T )

Z T

t

� (t; s) ds; 0 � t � T � T �; Q� a:s (10)

(ii) dinamica preţului, sub Q, a preţului obligaţiunilor

dB (t; T ) = B (t; T ) r (t) dt+B (t; T )S (t; T ) d ~Wt;

unde S este dat de S (t; T ) = �
R T
t
� (t; s) ds.

2.3 Măsuri martingale forward de risc neutru

În anumite situaţii este mai util a se utiliza preţul obligaţiunii B (t; T �) drept numerar în raport cu care se face
actualizarea. În această situaţie ar trebui determinată o măsură de probabilitate Q�, echivalentă cu P, astfel încât
procesul

Z� (t; T ) =
B (t; T )

B (t; T �)
; 8t 2 [0; T ]

să fie o martingală sub Q� pentru toţi T � T �. Vom numi această măsură de probabilitate măsură martingală
forward de risc neutru (forward risk-neutral martingale measure). În acest cadru nu utilizăm un cont de economii, iar
existenţa unei măsuri martingale Q� va garanta că nu există oportunităţi de arbitraj între obligaţiuni cu diferite
momente de maturitate. Tehnica utilizată pentru determinarea condiţiilor encesare şi suficiente pentru o astfel
de măsură martingală urmează aceeaşi paşi ca şi în situaţia contului de economii.

Preţul obligaţiunilor presupunem că este guvernat de EDS

dB (t; T ) = B (t; T ) [m (t; T ) dt+ S (t; T ) dWt];

coeficienţiim şi S fiind definiţi anterior. Aplicăm formula lui Itô procesului

Z� (t; T ) =
B (t; T )

B (t; T �)

şi obţinem
dZ� (t; T ) = Z� (t; T ) ( ~m (t; T ) dt+ (S (t; T )� S (t; T �)) dWt) ;

unde ~m (t; T ) = m (t; T )�m (t; T �)� S (t; T �) (S (t; T )� S (t; T �)).

Chiar mai mult, pentru procesele B (t; T ) şi B (t; T �) avem soluţii explicite, date de

B (t; T ) = B (0; T ) exp

�Z t

0

S (u; T ) dWu +

Z t

0

�
m (u; T )� 1

2
S2 (u; T )

�
du

�
B (t; T �) = B (0; T �) exp

�Z t

0

S (u; T �)Wu +

Z t

0

�
m (u; T �)� 1

2
S2 (u; T �)

�
du

�
;

de unde obţinem

Z� (t; T ) =
B (t; T )

B (t; T �)
=
B (0; T )

B (0; T �)
�

exp

�Z t

0

(S (u; T )� S (u; T �)) dWu +

Z t

0

�
(m (u; T )�m (u; T �))� 1

2
(S (u; T )� S (u; T �))2

�
du

�
�

exp

�Z t

0

S (u; T �) (S (u; T )� S (u; T �)) du
�
:

Prin urmare, procesul Z� (t; T ) =
B (t; T )

B (t; T �)
verifică EDS

dZ� (t; T ) = Z� (t; T ) [ ~m (t; T ) dt+ (S (t; T )� S (t; T �)) dWt] ;

unde an notat ~m (t; T ) = m (t; T )�m (t; T �)� S (t; T �) (S (t; T )� S (t; T �)).
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Din nou, orice măsură martingală Q� este dată de către densitatea Girsanov L (t) de tipul celei definite an-
terior. Prin urmare, coeficientul de drift al procesului Z� (t; T ), atunci când este considerat sub măsura Q�, este
dat de

~m (t; T )� (S (t; T )� S (t; T �)) 
 (t) ;


 fiind funcţia corespunzătoare luiL (t). Pentru caZ� (t; T ) să fie o martingală subQ� e necesar ca acest coeficient
sa fie egal cu zero, ceea ce conduce, înlocuindu-l pe ~m cu definiţia sa, la

(A (t; T )�A (t; T �)) + 1
2

�
jjS (t; T ) jj2 � jjS (t; T �) jj2

�
= (S (t; T �) + 
 (t)) (S (t; T )� S (t; T �)) :

Scriind în terminologia coeficienţilor dinamicii dobânzii forward, identitatea anterioară capătă forma simplifi-
cată Z T�

T

� (t; s) ds+
1

2







Z T�

T

� (t; s) ds







2

= 
 (t)

Z T�

T

� (t; s) ds:

Derivăm în raport cu T şi obţinem

� (t; T ) + � (t; T )

Z T�

T

� (t; s) ds = 
 (t)� (t; T ) :

An demonstrat, prin urmare, următorul rezultat.

Teorema 3 Presupunem că familia dobânzilor forward este dată de EDS (7). Atunci există o măsură martingală forward
de risc neutru dacă şi numai dacă există un proces stochastic adaptat 
 (t) ce satisface (8), astfel încât,

� (t; T ) = � (t; T ) (S (T; T �) + 
 (t)) ; 0 � t � T � T �:

3 Determinarea preţului şi acoperirea la risc pentru derivate financiare cu
active suport obligaţiuni

Presupunem că dinamica dobânzii forward, scrisă sub o măsură martingală de risc neutru, este

df (t; T ) = � (t; T ) dt+ � (t; T ) d ~Wt; f (0; T ) = f̂ (0; T ) :

Restrângem clasa modelelor presupund că volatilitatea dobânzii forward este deterministă. Condiţia HJM pen-
tru drift (10) şi forma integrală a dobânzii forwardconduc la

f (t; t) = r (t) = f (0; t) +

Z t

0

(�� (u; t)S (u; t)) du+
Z t

0

� (u; t) d ~Wu;

ceea ce arată că dobânda pe termen scurt are o lege de probabilitate Gaussiană. Conform Teoremei Heath-Jarrow-
Morton rezultă că dinamica, sub Q, a preţului obligaţiunii este dată de

dB (t; T ) = B (t; T )
n
r (t) dt+ S (t; T ) d ~Wt

o
:

Pentru a determina preţul opţiunilor ce au ca active suport obligaţiuni neplătitoare de cupoane utilizăm
tehnica schimbării numererului. Să considerăm, pentru exemplificare, o opţiune de call european, notată cu C,
ce are ca activ suport o T �-obligaţiune, maturitatea opţiunii fiind T , iar preţul său de exercitare K. Avem de a
face deci cu T -derivatul financiar

X = (B (T; T �)�K)+ : (11)

Preţul derivatului financiar la momentul t = 0 este dat de

C (0) = B (0; T �)Q� (A)�KB (0; T )QT (A) ;

unde
A = f! j B (T; T �) > Kg

şi QT , respectiv Q� sunt T -, respectiv T �- măsuri martingale forward de risc neutru.
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Procesul
~Z (t; T ) :=

B (t; T �)

B (t; T )

are următoarea dinamică sub Q (omitem la scriere argumentul si utilizăm notaţia S� pentru S (t; T �))

d ~Z = ~Z
h
S (S � S�) dt� (S � S�) d ~Wt

i
;

adică un coeficient de varianţă determinist.
Pe de altă parte,

Q� (B (T; T �) � K) = Q�
�
B (T; T �)

B (T; T )
� K

�
= Q�

�
~Z (T; T ) � K

�
:

Deoarece ~Z (t; T ) este o QT martingală, cu dinamica, sub QT ,

d ~Z (t; T ) = � ~Z (t; T ) [S (t; T )� S (t; T �)] dWT
t ;

obţinem că, sub QT (notam din nou S = S (t; T ) şi S� = S (t; T �)),

~Z (T; T ) =
B (0; T �)

B (0; T )
exp

(
�
Z T

0

(S � S�) dWT
t �

1

2

Z T

0

(S � S�)2 dt
)
;

cu WT o QT -mişcare Browniană. Integrala stochastică din exponenţială este un proces Gaussian, de medie zero
şi varianţa

�2 (T ) =

Z T

0

(S (t; T )� S (t; T �))2 dt:

Avem, prin urmare,
QT (B (T; T �) � K) = QT

�
~Z (T; T )

�
= N (d2) ;

unde

d2 =

ln

�
B (0; T )

KB (0; T �)

�
� 1
2
�2 (T )p

�2 (T )
:

În mod analog, pentru primul termen

Z� (t; T ) =
B (t; T )

B (t; T �)

are dinamica, sub Q,
dZ� = Z�

h
S� (S� � S) dt+ (S � S�) d ~Wt

i
şi are tot coeficientul de varianţă determinist. Prin urmare,

Q� (B (T; T �) � K) = Q�
�

1

B (T; T �)
� 1

K

�
= Q�

�
Z� (T; T ) � 1

K

�
:

Sub măsura Q�, Z� (t; T ) este un proces martingal ce satisface EDS

dZ� (t; T ) = Z� (t; T ) [S (t; T )� S (t; T �)] dW �
t ;

de unde

Z� (T; T ) =
B (0; T )

B (0; T �)
exp

(Z T

0

(S � S�) dWt �
1

2

Z T

0

(S � S�)2 dt
)
:

Din nou, avem o variabilă aleatoare cu aceeaşi varianţă în exponenţială, �2 (T ), ca şi în cazul anterior, de unde
rezultă că

Q� (B (T; T �) � K) = N (d1) ;
unde

d1 = d2 +
p
�2 (T ):

Prin urmare, am obţinut următorul rezultat.

Teorema 4 Preţul unei opţiuni de call european definită de (11) este dat de

C (0) = B (0; T �)N (d2)�KB (0; T )N (d1) ;
funcţiile d1 şi d2 fiind definite anterior.
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